TTY / Talous ja rakentaminen

Rakennustekniikka

RAK-32300 ELEMENTTIMENETELMAN PERUSTEET, 4 op

Syksy 2018 Jarmo Poutala
1. Tentti ratkaisut ti 18.12.2018
Vilikoe 1 Vilikokeeseen 1 kuuluvat tehtavat 1, 2 ja 5. (Merkitse 1V )
Vilikoe 2 Vilikokeeseen 2 kuuluvat tehtavat 3, 4 ja 6. (Merkitse 2V )
Tentti Tenttiin kuuluvat tehtavat 1-4. (Merkitse T)
1. Ratkaise Galerkinin menetelmalld differentiaaliyhtdlo
Tx Te7% 4x* 7 du
U(X) ey = + + - FRCL RS x’+3x,  x€[0,1], u0)=0
’ 25 125 5 125 X

kdyttden vain yhtd kantafunktiota G, =x- (X+0,2).
Vertaa saatua tulosta tarkkaan ratkaisuun, kun x=0,5.

Basis function  G,(x) = x* (x+0,2)

=
ux)=0- x (x+0,2) =0 x*+0,2: O-x
wW(x)=2-Q- x+02- 0

=
Li-P=20Q-x+02 Q0 +5 Q- x> +1,0- Q- x -4 x> -3 x
¢=¢- (x>+0,2 x)

=

1

f¢-(m ~P) dx =0 Vo,
; } Valitse ; Choose |
f (F*+0.2-x) (22 0 x+02-Q+5 Q- x> +1,0- Q- x =4 x* =3 x) dx =0 (¢, =)
-

1
[ (3 0x*+02- Qx*+5 Qx* —4- x* =3 &’
0

+0,6- Q1x2 +0,2% Ox+10: le3 -0,8 x> =0,6: x*) dx =0



1
[ 3 0x*+02- Qx> +5 Qx* =4 x* =3 x°
0

+0,6: Qx> +0,2°- Qx +1,0: Ox* =0,8: x* =0,6: x*)- dx =0

=
1 x* x° x> x> xt
[/)((3 QIT+0,2' Q1?+5' QI?—4?—3T
3 2 4 x4 x3
+06Q1 +0,2% Q1 +1,0- Q1 ,8-7—0,6-?)=0
=
3 02 5 0,6 0,04 1) (4 3 0,8 0,6
—+ +—+ + +—1" 0 +—+ +
4 3 5 3 2 4 5 4
=
585
=—~0,8528
0 686
=
Solution
585
u(x) = & x (x+0,2)
585 585 117
1(0,5) =— 0,2) ==—0,5(0,5+0,2 ——~02985 —< (1
u()66x(x+ )686 ( ) 392 @
Exact solution
7-x T-e” 4-x* 7
u(‘x)Exact= + + -
25 125 5 125
7-0,5 7% 4-05* 7
w0,5), =248 T L2886 <)
25 125 5 125
= (x=0,5)

The Galerkin approximate solution (1) = The exact analytical solution of the differential equation (2)

Exact; blue / Galerkin; red
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E =200 GPa, A = 600mm?,
Sauva 1, Element 1

A, = 600mm* = 600-10™°m?,

Sauva 2 , Element 2

A, =600mm’ = 600-10°m”,

Sauva 3 , Element 3
A= 600mm* = 600- 10™°m?,

Kaksi vapausastetta 2 DOF

‘o EA > Im _EA

L |lm m

N 1
E - EA|  5/4

2/4 —~[3/4

=

(Ko} ={F}

=3

o no L. 1

Q2 EA det

—

Q,| 200-10° 600- det

V314 -2/4 5/4

2. Maaritd kuvassa olevan kolmisauvaisen ristikon sekd solmun 1 siir-
tymat ettd sauvojen 1 ja 3 normaalijannitykset elementtimenetel-
malld. Sauva 1 on vaakasuoraan nahden kulmassa 30°. Sauva 2 on
vaakasuoraan ndhden kulmassa 45°. Sauva 3 on pystysuorassa.
Sauvojen pituus L=2 m. Materiaalin kimmomoduuli E=200 GPa ja
sauvojen poikkipinta-ala A=600 mm? . Solmuun 1 vaikuttaa vaa-

kasuoraan ndhden kulmassa 45° oleva voima F = 75000- \/5 N.

V3

21 L=~

3—1 Lh=—"-—, my=—"-, L,=2m=1L,

41  1,=0, my=-1, L,=2m=L,

(1 horizontal Q, , 2 vertical Q,) , Node 1

1 2 1 2 12
3/4 -ﬁ/4]1 EA[2/4 2/4]1 EA[O 0}1
B4 oy4a |27 PT L |4 2422 P T Lo 12

2
2/4 43/4]1 () ={ 75000 }1

714 |2 ~75000 {2

det =5 7/16 - (2/4 -3 /4)

7/4 «/5/4-2/4H 75000}

~75000 [ ~

{Ql} 2000 (7/4)- (75000) - (\/3 /4 = 2/4)- 75000 {1,0404}
(\3/4 =2/4)- 75000 - (5/4)- 75000 0,7541



Stress in the element 1

Node 2 fixed= ¢, =q9,=0,q,=Q, , ¢q,=0, Node2 — Node l

q,
E 200- 107 [+/3 1
o =—[- -m L m] @ _ ‘/—-(1,04)-—- (-0,7541) | =127,8 MPa
L, qs 2000 | 2 2
(44 |
=
o, =128 MPa

Stress in the element 2

Node 3 fixed= ¢, =¢q,=0,q,=Q, , q,=0, Node3 — Node 1

q9,
E 200-10° 2 2
o, = _[_12 -m, |, m2]< R - (—W/_)- (1,04) +(—£)- (=0,7541) | = -20,2 MPa
L, q, 2000 2 2
(44 |
=
o, = =20 MPa

Stress in the element 3

Node 4 fixed= ¢, =¢q,=0,q,=Q, , q,=0, Node4 — Node 1

q,
E 4| 20-10°
03=L—3[—l3 -m, m3:|<qz>= 2000 [0- (1,04) - 1- (<0,7541)] ~ 75,4 MPa
(44 |




3. Ratkaise integraali [ = ffxz dA alueessa e
A

1(0!2) a) kayttden kolmisolmuista CST elementtia ja kuvan al-
la olevaa kaavaa ja
e b) kayttden Gaussin numeerista integrointia ja ne-
3(3’0) lisolmuista elementtia, jolloin solmut 3 ja 4 yhtene-
X vat.
2(1,0)
1= [f feyda = [ [ fEmdensdsdn
N =§ 1 1-¢ 4 00 1-¢
Ny =1 1= [ [ f&Emdewy dedn= [ [Ny~ N3 N5 24- d&dn
N3=1—§—T] 0 01 e 00 :
- “. NP NS DA . abe
1_{{1\/1 Ny- Ny 24 dgdn_(a+b+c+2)!
Solmukoordinaatit
x=0 , x,=1 , x;=3 , x,=x,=3 .
Nodal coordinates
»w=2 , y»=0 ., y;=0 , y,=y;=0
CST - elementti CST element

det(J) =2A = 2- (%) —4

X=N;"x,+N, x,+N;x;=N;-0+N, 1+ N;-3=N,+3- N,
y=N;"y,+N, y,+N;-y;=N;-2+N,-0+N,-0=2- N,

=

x2 =(N2+3- N3)2 =N22+6' N," N, +9: N32

=

I j‘lfNa N;- N5 2A- d&d j.lfNONZNOZAdd 0! 2! 0! A 1

1_00 1"V IV, ‘Sn_oo IEAC AL En_(0+2+0+2)! 3

L= [ e N e 2a agan= [ 806 N0 NG 24 dzan=6 O P Y gy o
2" 0 %0 1 2" 1V; n= )J 1 2" V3 n= (0+1+1+2)! _

! _flfNa'Nb'Nc'ZA'dd _.]fl_fNO'NO'9'N2-2A-dd _g. ooz 9 _
37 0 % AP Edn = ) 1V 3 Edn = (0+0+2+2)! 3

1 13
I=II+I2+13=§+1+%=? ~4,3333 <



4 - solmuinen 4 - sivuinen elementti 4 - node quadrilateral element

x=N;x+N,> x,+N;x;+N, x, =N;0+N,-1+N,- 3+ N, 3...

(1+8)(1-n) (+8)(1+n)}3 (1-§)(+n) 3
4 4 4

=i- (1+§—17—§~7)+6+6- 77)

1
x=7 (7+&+5 n-&n)
=
y=N; "y +N, y,+N;y;+N,y,=N;"2+N,-0+N;-0+N,-0
_ o, u-gi-m2_ ) (--n)
4 4
B

Jacobin matriisi ja sen determinantti The Jacobian and its determinant

& 9y
[J]=|% % 1| l=n 22d-n
| |4 ((5-8) -2-0-9H
on Jdn

1 2
det(J) = (Z) (=2 (1-n) 1-5+2-(5-8)-1-n)

=

1= [[x%a =ff(% (7+&+5n-& n)) det(J) d& dn

I = :};I(% (7 +E+5- n- g 7]))2' (%)2 ((_2), (1 _n)- (1-8)+2- (5 _g) a _TI))' dE dn

=

I= flf](i (7+5+5n-& n))z- (i)z- (8-8-n) d& dn



=

I= lfllfl(i (7+&5+5n-& n))z- (%)2- (8 -8 n) d& dn

2N -1=2-2-1=3 =2-point integration is exact

=

1
fEm =5 (T+E+5 =& n) (1-n)
Gaussian quadrature
1 1

2 2 L1 | . Lo
1=3Nw, w, £(Em,) NG G C R

i=1 j=I

=

1=0,5056 +1,2281+1,2441+1,3555 = % ~4,3333 <~



E =200 GPa, A =5,38-10° mm?,

Sauva 1, Element 1

A =A=53810"m*, 2-—1
Sauva 2 , Element 2
A, =A=53810" m*, 33—l
Sauva 3, Element 3
A, =A=53810"m*, 4—1

Kaksi vapausastetta 2 DOF ,

4. Ratkaise elementtimenetelmalld kuvan ristikkorakenteen alimmat
ominaistaajuudet kayttden keskitettyd massamatriisia. Sauvojen
poikkipinta-ala on A . Sauvojen pituus L=3 m. Materiaalina olevan

terdksen tiheys on p.

kg

m3

E =200 GPa, A =5,38-10° mm’, p = 7844

3 1

ll=£, m=—, L=L=3m
2
3

lz=—£, m,=—, L,=L=3m
2

l,=0, my=-1, L,=L=3m

(1 horizontal Q, , 2 vertical Q,) , Node 1

Jaykkyysmatriisi :: Stiffness matrix [K]
1 2 1 2

EA[*  Im] EA| 314 +3/4]1 EA| 3/4  —[3/4]1
kg=_ 2| 1= ’ 2 =T ’

L |m m*] L [V3/4 1/4 |2 L |3/4 1/4 |2
=

5 a

EA |3/2 O EA |3/2 0

[K]- Sk -E2 A,

P L |0 372 L |0 32

3 =

_EA

L

1 2

|

0 0
0 1

|

1
2



Keskitetty massamatriisi

1 2
o JPALIL 01 pAL T O

o2 lo 1l 2 o1
=

Karakteristinen yhtilo

det(K]-A-[M]) =0 :

EA[3/2 0 pAL[3 0
det| —— A==
Lo 312 2

=
1-1- A 0
det —[=0
( 1-1-1)
=
(1-1)-(1-X)=0
=
. A
A =1

Alimmat ominaistaajuudet

f1=2-n_2-n_2-n PAL’

( Ansys Classic: f, =267,88 Hz

0 3

Lumped mass matrix

; Characteristic polynomial

-

1 [EA -
o _Ah _ - 7 ~267,88 Hz,

b

f, =267,88 Hz

1 2

>|

, Lowest natural frequencies

e}
S
S

=

1 2
m_pA3L2101
} 2 10 1|2

w, & 1 [EA

b

“2x 2m 2n pALZ.

3 elements, 2 DOF )

%, ~267,88 Hz



5. Maaritd kuvassa olevan kahdesta palkkielementistd muo-
F] F2 dostuvan tasokehdn solmun 1 kiertyma ja solmun 2 siirtyma
M sekd elementin 1 keskipisteen taipuma elementtimenetel-
@ N\ @ malla. Elementit oletetaan venymattomiksi. Solmussa 1 vai-
L o Ls) kuttaa taivutusmomentti M=100 kNm ja solmussa 2 on pis-
El . El tevoima F,. =50 kN. Elementtien pituus L=2 m. Materiaalin
| L L kimmomoduuli E=200 GPa ja palkkien poikkipinnan nelio-
I-t + )l momentti 110 m* . Elementin 2 keskelld vaikuttaa piste-
voima F;=100 kN alaspain.
: f ! !
Fld)l' LT) Fl, V(‘S):Hl%+EH2Q2+H3Q3+5H4‘]4
e 1 2 -a
8 (. > ° F FI F Fl
l L I 1575 F2=_e’ F3=_’ F4=_ ‘
2 8 2 8
T
L IR TFé
= @ I 2N @
T — o1
4 El 8% El
f——t——
Jaykkyysmatriisi Stiffness matrix
Palkki Beam
(12 6, -12 6l ]
. _EL|6L 41 61, 20
TP |-12 -6 12 -6l
6, 200 -6l 41
1 1 2
(12 6L -12 6L ] (12 6L -12 6L ]
1] - EI|6L 4L -6L 20 (k] - EI|6L 4L' -6L 2L |1
U -12 6L 12 6L o -12 6L 12 -6L|2
6L 20" -6L 4L’|1 6L 20 -6L 41|




=

After elimination

1 2
EI|8L -6L|1
[K]== , det=8L-12—-(-6L)- (-6L) = 60
L' |-6L 12 |2
Loading vector Equivalent nodal moment and force
Node 1 and 2 Element 2 (Nodes 1 and 2)
F.L 1 -2
M -—1= 100000 - m 75000
{F} = { . } F o (=1 100000 ={ }Nm
Frow 2] |_2iyp | | - +50000 0
2 2
=
Kiertymi Q, ja siirtym’a Q2 Slope Q, and displacement Q,
0, {F} 12 6L | [75000| 75000- L} |12
0, EI det |6L 8L 0 | 60-E-1 |6L
=

0 75000- L' |12 75000 2 12 0,0015| [0,0859°
Q,| 60-* E-1 |6L| 60-200-10°-10"* |6-2] 10,0015 |15 mm

Taipuma elementin 1 keskelld

The deflection at the midpoint of the element 1

Element 1
H=L-38+8) | H-ta-z-24+8)
1= 4 ’ 27 4

1 1 ,
Hy=2Q+35-8) , Hy=(-1-§+5+§)

[ [
v(§) = Hyg, +5€H2‘I2 + H,q, +§H4CI4

4 =49,=q;=0 s 4, =0

=

N | D

-0, =-0,375 mm <~

L 1
V) =2 Hy(0) O =~ 7



y 6. Maarita kuvassa olevan levyrakenteen ABCD elementin 5 taso-

A B jannitystilan mukaiset jannitykset taman elementin keskipis-
teessd. FEM-ohjelmalla saadut nelisolmuisen elementin 5 siir-
i 1
6 ® 7 tymat ovat alla olevassa taulukossa. Taulukon siirtymat ovat
millimetreina ja koordinaatit metreina. Elementin 5 leveys on 1
c D m ja korkeus on 0,5 m. Rakenne on jaykasti kiinni solmukohdis-
sa 6 ja 10. Alla on kuvan tehtavaan liittyvat matriisit. Materiaa-
X lin kimmomoduuli E=200GPa ja Poissonin vakio v=0,3.
Node x y u v
6 215 0 0 u ou a4 » e, e,
5
7 315 03 0l {y‘}= axb=[a]" gf , {z}= axt=[a]" jf . {e=1 & (=1e
0 2 2 0 0 oy an Yy n vt ) T
11 3 2 04 04
£ 1 v 0
[D]=——51|v 1 0 , {o}=[D]{e}, E=200GPA, v=03
I-v* 1-v
00

y
A B
4 3
10 1
6 7
1 2 X
C D
Node x y u \s
6 0 0 0
7 1000 0 0,3 0.1

10 0 500 O 0
| 11 1000 500 -0,4 0,4]

W N =

1 1 1 1
Ny=y(=80-n) . Ny=_(+§0-n . Ny=,(+&0+m . N,=,(1-§+n)

[-1=&=<1] [—1sns1]

=

x=N,x, +Nx, = %[(1 +&)(1-n)- 1000 + (1 + E)(1 +n)- 1000] = 500- &+ 500

1
y=N,y,+N,y, = Z[(1 +&)(1+m)- 500 + (1 - &)1 +1)- 500] =250- 1 +250



dx dy

9 9g| [500 0 500 0
ox ay [0 250| < (E=n=0) = 0 250

on  dn

det[J] = 125000

[]]_1 1 250 O 1 |1 O
125000 0 500| 500(0 2

1 1 1
u=N, q;+N; g5 = —(1+§)(1—17)' 0,3 —Z(1+§)(l —m) 0.4 = =75 (T n+1y (E+D)

au ou 1
— = + ——=—(7&+1
~ 9E 40( b= 0 S+1)

1 1 1
V=N, q,+Ny qs = —(1+§)(1—77)' 0,1+Z(1+§)(1 -1 0,4 = E((& n+5) (&+D)

v v 1
———( n+5) 3_77 —0(3§+3)

9E 40

ou ou 1 7 N ou 1
[ _— - . + — _
gx>=[J]_1< o _ 1 [1 0] | a0 n e (52n=0) = gx _J 20000
ou dul 500|0 2 _i.(7.g+1) wl=] 7
dy | (07 40 dy 10000
a_v‘ a_v 1 3 5) v 1

ox afog| 11 O) Jyo Y ax | ] 2000
8V>=[J] Yoy (= =00 11 e(&:n:O) = v [= 3

ay | (07 40 ay ] 110000
=

du 1 v 1

dx  _J 20000 ax | _J 4000

u 7 ’ av 3

ay 10000 dy 10000



S = <

=

l

1 1
20000 20000
3 3 | um
10000 10000 [ m
7,1 9
| 10000~ 4000] | 20000 |
15 200000 0
0 He t=—-—-103 1 0
1-v]|l 1-0,3 1-0,3
— | Vn 0O O :
2 | _ 2

3 .
10000

| 20000 |

20000




FEM formulas Autumn 2018

1 1 1 1
N1(§)=5(1—§) N2(§)=5(1+§) H]=Z(1—§)2'(2+§), H2=Z(1—§)2'(§+1)
1 1 1 1
N1=—5§'(l—§),N2=5§'(l+§),N3=(1+§)'(1—§) H3=Z(l+§)2'(2—§), H4=Z(1+§)2'(<S—1)
1 1
N, =N,(En) =74 -9 -n) N, = N,(En) =Z(l+§)(l—n)
1 1
N; =N;(Em) =Z(1+§)(1+17) N, =N,(&En) =Z(1 -51+n)
F=P+Y(f.+T) T = [[ N"TdA f.=[[J N fav K=Yk  M=>mn,
e A \4 e e
1 n n n
Enel-L1l . [f(&dE=Dw f(E) x=2Nx. y=INy,
-1 i=1 i=1 i=1
[ 3 w;
1 0 2
» L 9x oy
=3 IE 9
;)/5 g J= a_f a_f det((K]-A[M])=0
3 3 9 an In
+ g 2
9
? Im =1 -Ilm . X, — X, 12 61, -12 6]
L _EA Im  m* -lm -m’ ‘, EL, |6, 412 -6, 2I
R P o A I Pb I © P |-12 -6l 12 -6l
“Im -m* Im m £, 61, 20> -6I 41’
2010 156 221, 54 -13[
pAL [0 2 0 1 pAL | 221, 4 13, 30
M= 11 0 2 0 MeTTH0 | 54 131 156 221
010 2 -131, =3I 221, 41
1000 1000
pA L, |0 1 0 0 pAL 10 0 0 0
melu = — melu = —
2 10010 2 10 010
000 1 0000

Choose basis functions G;. Determine the coefficients Q; in 1 = EQiG ; » such that

i=1

fq)(LZt —P)dV =0 for every ¢ of the type ¢ = E(piGi .
14

i=1



