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Viélikoe 1:27.2.2018, ratkaisut

1. Hallitseva yhtalo:

d*T _ 0
dx? ~
Reunaehdot:
: . ar(0) _ - . dT(L)
Alapinta,x =0: —k o Us Ylapinta,x = L: — kT h[T(L) — Ty]

Differentiaaliyhtalon ratkaisu (integrointi kahteen kertaan): T(x) = C; x + C,

Vakiot C; ja C, saadaan méaaritettya reunaehtojen avulla:

dT(0) g 5000 .
Alapinta: — k—dx g — —kCi=q, — C; = % = 5 = —1000°C/m
dT(L) _
Ylapinta: — kd— h[T(L) = Ty] — —kC, =h(C;L+C, —T,)
co=—Ke _cper =K O, o s s, 0 5000 5000 L o s70ec
T2 T T Tl >~ hk "k ° =Tk © = 5 5

— T(x) =C,x+ C, =—-1000x + 270

Ala- jaylapinnan lampotilat:
Alapinta:T; = T(0) = -1000-0 + 270 = 270°C

Ylapinta: T, = T(L) = —1000L + 270 = —1000 - 0.05 + 270 = 220 °C

Levyn pintalampdtilat sekd lampdotilajakauman saa maaritettyd myos toisella tavalla:

qs 5000 .
%=Mn—m%ﬁn=7+m—25 +20=220°C
k(T, — T L 5000 - 0.05
qS=¥_)T1=q]S{ +T2=T+220=2700C

Taman jalkeen saadaan lampdétilajakauma, kayttamalla kaavakokoelmassa annettua yhtaloa:

T, —T, 270 — 220
T(X):Tl—( I )x=270—(W>x=270—1000x




2. Pisteet3,7jall:

T, +T,+T,+ 100
3= 4

Ts +Tg+ Ty + T
T, = 7

Piste 8:

2hAx hAx
2T7+T4+T12+ 2(_

— T —2( +QQ:0

2T, + T, + Ty, + 36
— Ts= 58

Piste 5:

Eristetylle reunalle reunaehto saadaan erikoistapauksena seuraavista: (i) konvektio reunalla
(talloin merkitdan h = 0), (ii) lampovirran tiheys reunalla (tall6in merkitaan g, = 0). Molemmat
johtavat samaan yht&aloon:

T, + To + 2T,
To=——(——

Lineaarisen yhtaloryhman ratkaisumenetelmat:

Suorat menetelméat

- esim. Gaussin eliminointi ja Gauss-Jordan eliminointi

Iteratiiviset menetelmat

- esim. Jacobi ja Gauss-Seidel

Edelld saadut yhtalot soveltuvat suoraan iteratiivisille menetelmille (kts. alla); suorissa
menetelmissa taytyy yhtalot kirjoittaa matriisimuotoon.



Gauss-Seidel Iteration

When the number of equations is very large, the matrix is not sparse, and the
computer storage is critical, an iterative technique frequently is preferred for the
solution of such a system. The Gauss-Seidel iteration (often called the Liebmann
iteration) is one of the most efficient procedures for solving large systems of
equations. The procedure involves the following steps: (1) Solve each equation
for one of the unknowns. (2) Make initial guesses for all unknowns, and compute
the unknowns from the equations developed in step 1 (use the most recently
computed values for the unknowns in each equation). (3) Repeat the procedure
until a specified convergence criterion is satisfied.

To illustrate the application of the Gauss-Seidel iteration process, we consider
the following three simultaneous algebraic equations for the three unknowns

anTy +anpT + a3 =f (5-32a)
ay Ty + a3 T +a;Ty=f; (5-32b)
a1 Ty + a3 + a33 Ty = f; (5-32¢)

The first equation is solved for T;, the second for T, and the third for T;:
fi—a,, T, —ay3T5

T;: = 5-33a

1 - (5-330)

T, = Ja—ay Ty —ay3 15 (5-33b)
a2

o fi—auT, —a3, T, (5-33¢c)

Qa3



3. Yksinkertaistukset ripateoriassa:

- Lampétila rivan poikkileikkauksessa on vakio eli lampdétila muuttuu vain rivan pituussuunnassa;
T =T(x)

Lammonsiirtokerroin h rivan pinnalla on vakio

Lampdtila pohjalevyssa (johon rivat on kiinnitetty) on vakio

Rivan karki on eristetty

Tehtavan tapauksessa tangon keskipiste on symmetriapiste, joka matemaattisessa mielessa vastaa
eristettyd reunaa, joka puolestaan on reunaehto, jota normaalisti kdytetaan rivan kérjelle. Tanko
voidaan siis kasitella kahtena ripana, joiden kummankin pituus on 0.3/2 = 0.15 m ja halkaisija 3 cm.

P=nD=m-003=0.09425m

nD?* m-(0.03)?

= 2
7 7 0.0007069 m

A, =

=76981/m

_(hP>1/2_ 20-0.09425 1"°
M =\ka,) ~|45-00007069

Lampdvirta rivan kautta (eli tangon puolikkaan kautta):
Q = kA,m(T, — T.,) tanh(mL)
=45-0.0007069 - 7.698 - (200 — 38) - tanh(7.698 - 0.15) = 325 W

Kokonaislampdvirta tangon kautta on siis 2 % edella saatu arvo eli 65 W.

Lampdtila rivan karjessa (eli tangon keskipisteessa):

T(x) —Te _ cosh[m(L —x)]

T, —T,  cosh(mL)
_ cosh(0)
— T(L) =Te + (T, — Too)m
1
=38+ (200 — 38) = 130.9°C

cosh(7.698 - 0.15)



Tool - TOOZ _ Tool - TOOZ

Q= =
R T L, L L. . 1
“ RMAT KA RpA TR AT RA
_Q_ Too1 — Teo2 _ 10000 _ ,
TR, Ry Re Ry
—>i+L—A+L—B+L_C+i:T°°1_ 02
hi ks kg k¢ hy q
k Ly
B Tooq — ooZ_l_L_A_L_C_l
= 003 = 1.0033 W/(m°C) ~ 1 W/(m°C
T200-20_1 003 _002_1 (m°C) ~ 1 W/(m*°C)
1250 80 25 50 10
Ty — Ty T =T (1 N LA> 200 — 1250 ( 1 N 0.03> 1829 °C
= = —_ —_ — | = —_ o — — .
! 1 +La ' =17 hy  ky 80 25
R TR,
T, — Ty T =T .+ (Lc + 1 ) 20 + 1250 (0.02 . 1 ) 1455 °C
= — = — 34— = . ) = .
17 T 27 12T\ T, 50 10

ke Ry

Edelld on jo méaaritetty kerroksen B lammdnjohtavuus kg. Vaihtoehtoisesti sen maarittamisen olisi
voinut tehda vasta sitten, kun lampdtilat T, ja T, on ensiksi maaritetty. Nyt k; saadaan paljon
helpommin kuin edella:

kp(Ty —T3) qlg 1250 -0.03
q - kB

Lg =TT, 1829-1455 "~ - W/(m°0)



5. Kyseessa on ajasta riippuva lammaonjohtumistehtava, jolle yleinen ratkaisu on sarjamuotoinen. Jos
Fourierin luku Fo > 0.2, riittava tarkkuus saavutetaan ottamalla sarjasta mukaan vain ensim-
mainen termi. Tassa tehtévassa Fourierin lukua ei kuitenkaan alkutilanteessa pystytd maarit-
tamaan, koska aikaa t ei tunneta. Oletetaan kuitenkin, ettd Fo > 0.2 ja kdytetdan yhden termin
ratkaisua. Tarkistetaan myohemmin tdman oletuksen voimassaolo.

Maaritetdan ensiksi Biotin luku ja kertoimet yhden termin ratkaisulle pallogeometriassa:

_hr, 900002

Bi = =08 =30 — A, =3.0372; A, =1.9898; B, = 0.3346

Dimensioton I[Ampotila pallon keskipisteessa:

T.—T, 75-99

0. = T T, 8-99 =0.2637
Toisaalta: 6, = A,e *iF°

. L (ec> 1 (0.2637> 07165 02 - Vit term o
- RERVTRLAVYY A =Vu. 2 -

° 237 \4 (3.0372)2 : 1.9898 yksi termi 0

oo, _Forp _0219-(002 .. .

=— > t= = — —

° 3 a 2.10°7 S 3 min

Dimensioton keskilampdtila lopputilanteessa:

6 = A,e *Fo B, = 6, B, = 0.2637 - 0.3346 = 0.0882

Todellinen keskilampdtila lopputilanteessa:

_ T—T, o
6 =5 — T=0(T;~T.,) + T,, = 0.0882 (8 ~ 99) + 99 = 9098 °C ~ 91 °C
i~ loo

Kananmunaan siirtynyt lampa:
_ _ 4 .
Q =mey(T =T = pVe,(T = T)) = pep zmrd (T = Ty)

_k _k
KOSkaa—E — P =

k4 _ 0.6 4
—_— Q = Egnnf(T - Ti) = T(Hg - (002)3 . (91 - 8) = 8344



